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1.1 Método convergencia-confinamiento (1/2)




Túnel circular

Macizo infinito

é ó

Hipótesis habituales







Material homogéneo e isótropo

Estado inicial homogéneo e isótropo

Desplazamientos perpendiculares al eje del túnel

Ausencia de gravedad

La excavación del túnel se simula disminuyendo de forma

ót l ió l d d l tú lmonótona la presión en la pared del túnel

Estas hipótesis implican un estado de 

en planos perpendiculares al eje 

Nota : deform

del túnel y 

ación plana

simetría d

 alrededor del eje d

e

r elevoluci  túnón el. 
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1.1 Método convergencia-confinamiento (2/2)


En el plano desplazamiento radial - presión se representan :

Relaciona la presión aplicada a la pared del túnel  con el

La curva de convergencia del macizo

údesplazamiento radial inducido en la pared del tú


nel.

Relaciona la presión aplicada en el trasdós del sostenimiento

con el desplazamiento radial inducido en el soste

La curva de confinamiento de

nimiento. Se

desplaza paralel

l sostenimient

amente 

o

al eje de los desplazamientos radiales

d l l d l d l i t d l tú l d t lsumando el valor del desplazamiento del túnel durante la

excavación sin

intersección de estas curvas

 sostenimiento (efecto frente).

La  c desplazaorrespon miento

fi

de al 

nal de la pared del túnel presión de intey a la entre el

macizo y el sosteni

racción 

miento.

1.2 Coordenadas y convenio de signos

z


En un principio, se usa un sistema de 

cuyo eje de las  coincide con el eje del túnel. Posteriormente,

Coordenadas espaciales

coordenadas cartesianas

í ( , , )r zse usa un siste coordenadas cilíndricas ma de ,

z



componentes físicas

cuyo eje

de las  coincide con el eje del túnel. Para vectores y tensores,

se usarán las aso 

Convenio de 

ciadas a estos sistemas

de coordenadas.

S i á l

signos

iti l d f i d t ióSe asignarán valores positivos a las 

y a las . Sin embargo, se asignarán valores

deformaciones de extensión

tensiones de tracción

pos  a las  cuando sean itivos presiones compresde ión.
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2 Planteamiento del problema

2.1 Ecuaciones constitutivas
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2.1 Ecuaciones constitutivas (1/2)

,

: ( 1, , )

p n

n m

m

f

 



 

   
variables internas

criterios de fluencia    

material elastoplástico con  superficies de fluencia suaves
� 

  
e p   descomp. deformaciones    (def. infinitesimales)

respuesta tensio ( )

( , ) 0

0

( , ) 0 ( 1, , )

eT

f

f m





 

 
 


   





   

nal    

condiciones de Kuhn - Tucker

   

1

1

( , )

( , )

( , ) 0 ( 1,

mp

m

m

h

f

 

 

 

   

   

   









  










flujo plástico (Koiter)

reglas de endurecimiento

consistencia plástica    , )m
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2.1 Ecuaciones constitutivas (2/2)

{( , ) | ( , ) 0 1, , }n f m             para cada

estados admisibles

requisitos adicionales

( , ) 0

( )

( , , )

e e e
ijkl ij kl

p e
ijkl kl I

ij I

f m

E T

f f
g E m h

 

 
  

 

 

  
 

 

  

 
 
 

son  restric. indep. en 

 def. posit.

 def. posit.

comportamiento incremental

( ) ( ) ( , , )

( )

e e ep p
ij ijkl kl kl ijkl

act

kl

e e
ijkl

act

E m E

E

 



       

 



    



cada > 0 añade una mo

- regiones

dificación de rango 1 a 

regiones del espacio con el mismo conjunto  de  positivos

2.2 Ecuaciones de equilibrio y compatibilidad

( , )

sin fuerzas de volumen ni aceleraciones

componente paralela al túnel del desplazamiento

condiciones

en el interior de una región

 nulazu x t


,

,

( , ) 0

en el interior de una - región

equilibrio

compat. deformaciones
ij j

mjq nir

ct

i

a

j qr

x t

e e









( , ) 0

   (  símbolo de permutación de Levi - Civita)

en la frontera entre dos - regionesac

ijk

t

x t

e




( , ) 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

equilibrio (Kotchine)

compat. (Hadamar

Nota :En

)

 -

d

re

   

j

ij j i

act

i j

n x t

x t c x t n x t c x t n x t



 


( , ) ( , )

la respuesta incremental es 

distinta, por lo que, en

giones contiguas 

ni  ni  serán

diferenciables en 

 general

su front

,

er

 

.   a

x t x t 
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2.3 Problema

{( , ) | ( ),0 } ( , ), ( , ), ( , )

ac

p
ij ij I

t ac

i

t

x t r x t T x t x t x tr     

 

dominio funciones incógnita

en una - región en la frontera de dos - regiones 
, ,

,

( ) 0 0

0

ep
ijkl kl j kl j ij j

mjq nir ij qr ij i j j i

E n

e e c n c n

  

 



   

  

   
   



p

p
ij ij

I I

m

h

 

 



 








condiciones iniciales condiciones de contorno

0

00

0

( ,0) 0, ( ,0) 0, ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

( ( ,0) ) ( ) ( , )

( ,0) ( (0) , ( ) 0 [0, ])

p
ij ij i ij j i

ij ij ij ij

I I

r

p p

x x r x x t n x p t n x

x r x x t

x p dp dt t t Tp

  

   

 

    

      

   

condiciones iniciales condiciones de contorno

las 0
iact r p  radio túnel,  - regiones evolucio presión inia ln n cia

3 Primera reducción del problema
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3.1 Homogeneidad del material

( , , , ), ( , , , ), ( , , , )pF r z t G r z t H r z t       

Debido a la , si las funciones

son una solución general del problema (sin cond. iniciales

homogeneidad del material

 ni de contorno) entonces, para todo , las fun

( , , , ), ( , , , ), ( , , , )pF r z t G r z t H r z t     



      



ciones 

también son una solución general del problema. Si, para todo

, estas soluciones coinciden, entonces

simetría

 esta so

 de tras

lució

lació

n

tiene  n y debe ser de la forma

( , , ), ( , , ), ( , , )

,

( , , ,

( ,

) 0 ( , , , )

, , ) 0

p

z

z z

F r t G r t H r t

u r z t u r

u

t

z t

z

r

   




 

 




  

   

depende de una variable menos

Nota 

con lo que .

Esta simetría es  : co con  ya que

 para todo 

mpatible

.

3.2 Isotropía del material

( , , , ), ( , , , ), ( , , , )

Debido a la , si las funciones

son una solución general del problema (sin cond. iniciales

isotropía del materi la
pF r z t G r z t H r z t       

ni de contorno) entonces, para todo , las func oi 
( , , , ), ( , , , ), ( , , , )

nes 

también son una solución general del problema. Si, para todo

, estas soluciones coinciden, entonces esta solución

tiene simetría de rotació  y deb sen e 

pF r z t G r z t H r z t     



      


r de la forma

( , , ), ( , , ), ( , , )

con lo que .

Esta simetría e

depende de una variable menos

Nota : compatible simetría de traslas  con la 

considerada previamente.

ción

pF r z t G r z t H r z t    
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3.3 Forma reducida de las soluciones 

simetrías de traslación y rotació

La compatibilidad de las condiciones iniciales y de contorno con

las  motivan la búsqueda de

soluciones del problema de la forma

n

( , ), ( , ), ( , )pF r t G r t H r t       

que dep enden de dos variables menos

simetría respecto de cualquier plano 

que pasa por 

.

El problema también tiene 

, por lo que buscaremos soluciones

que tengan estas mismas simetrías.

el eje

 En es

 d

te

el 

 ca

túnel

so,en cada punto,

0
p

zuu



  

vector  será radial los tensores

,  y  tendrán las direcciones radial,tangencial y axial como 

direcciones p

el  (recordar la condición ) y 

. El tensor de deformacirincipa onesl s  ese

,( , ) ( , ), ( , ) ( , ) , ( , ) 0rr r r r zzr t u r t r t u r t r r t   

Por tant deformación plana simetríao,  detenemos  y  rotación.

3.4 Problema reducido

{( , ) | ( ),0 } ( , ), ( , ), ( , ), ( , )p
i rr ii

act

I

act

r t r r x t T r t r t r t r t     
dominio funciones incógnita

en una - región en la frontera de dos - regiones 
 
 

,

,

( ) 0 0

( ) 0

iirr r rr

r rr rr

r

r



 

    

   

   

  

(  debe ser continuo)

ii ii

r

p p

I I

c

m

h

 

 



  

  













(  puede no ser continuo)

(  puede no ser continuo)

 (  puede no ser conti

condiciones iniciales condiciones de contorno

nuo)

0

0

( ,0) 0, ( ,0) 0 ( , )

( ( ,0) )
ii ii ii

ii

p

r

r r t p

r p

  
 

    

  

condiciones iniciales condiciones de contorno

0 0

( , ) ( )

( ,0) ( (0) , ( ) 0 [0, ])

{ , , }act

r i

I I

r t p t

r p p dp

ii rr

t t

z

d t T

z

 


 

  



las sin sum - regiones evolucionan  a,  
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4 Segunda reducción del problema
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obten
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idas

ones

4.1 Autosimilitud

( , , , ), ( , , , ), ( , , , )pF r z t G r z t H r z t     

Debido a la , si las funciones

son una solución general del problema (sin cond. iniciales

forma de la ecuación constitutiva

 ni de contorno) entonces, para todo 

( , , , ), ( , , , ), ( , , , )pF r z t G r z t H r z t            







  



, las funciones 

también son una solución general del problema. Si, para todo

, estas soluciones coinciden, entonces esta soluc

autosimilar

ión

es  y debe ser de la forma

( , , ), ( , , ), ( , , )pF r t z t G r t z t H r t z t       
depende de una variable menos

Nota

con lo que .

esta simetría es  con la 

y la 

 : compatible simetría de traslación

simetría de rotació  considen radas previamente.
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4.2 Impedimentos a la reducción del problema

La compatibilidad de las condiciones iniciales y de contorno con

las simetrías de traslación, rotación y autosimilitud motivarían

la búsqueda de soluciones del problema de la forma

( ), ( ), (pF r t G r t H r     )t   

son compatibles con las

simetrías de traslación y de rotac

Las condiciones iniciales y de contorno

no son compatibles

con

ión, pero 

,ya que ni la condición de contorno la autosim  en la

pared

ilitud

 del túnel ni el dominio espacial lo son.

Sin embargo, usando la independencia de la respuesta material

a la velocidad de deformación ( ), es rate independency

transformar el problema

posible

 en otro problema con dichas simetrías, 

reducir este problema y usar soluciones del mismo para hallar

soluciones del problema original. 

4.3 Rate independence

( , , , ), ( , , , ), ( , , , )pF r z t G r z t H r z t       

Al ser la   e ,

dada una solución general de un proble

respuesta material "rate independent" irrever

ma cuasiestático

ti f l di i i i i l

sible

d tque satisface las condiciones iniciales y de
0 0 0

1

0 1

0

0 ( , , ), ( , , ), ( , , )

, ( , , , ) ( , , , )

,

( , , , ( )), ( , ,

: ,

, ( )), ( , , , (

0

)

( )

p

u s

p

t t F r z G r z H r z

t t t u U r z t s S r z t

F r z f

f t t df d

t G r z f t H r z f

t

t

t

     
 

     

   
    

  

 

contorno

[ ]  en ,  en 

entonces, para cualquier  tal [ ]    que

)

0

0 1

0 0 0( , , ), ( , , ), ( ,( )

(

, )

) ( , , , ) ( , , , )), ( ( ) ( )

p

u s

t F r z G r z H r z

t u U r z s S r z

f t

f t f t f t f t

     
 

   
    

también es una solución general que satisface las condiciones

[ ]  en ,  en 

Por tanto, las condiciones iniciales y de contorno originales y las

transformadas de problemas elastoplásticos equivalefinen ntes.
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4.4 Problemas equivalentes al original

0 1:[ , ]p t t  
Los  se caracterizan

por tener una presión aplicada a la pared del túnel  

tal que

problemas equivalentes al problema original

0
0 1 0 1( ) ( ) ( ) 0 ( )p t p p t P dp dt t t t t    ,  y  

es decir, por el valor inic 0p P

.

Con la  que se realizará,

ial , el valor final  y di

 se

obtendrá un problema co

sminuir de forma

monótona

transformación del problema original

será posible reducirn autosimilitud que 

y, a partir de una 

,se obtiene una 

solución de este último problema que cumpla

ciertas condiciones solución de un problema

equivalente al problema ori

 q

gi

ue

es nal.

4.5 Transformación y reducción del problema

0

Transformemos el problema el dominio y las 

condiciones de contorno de la siguiente f

modificando sólo 

dominio condiciones de contorno

orma

0{( , ) | 0 } ( , )

( , )rr

a t

ii

c

r t c t r t p

c t t P




     

  
las - regiones evo iluc { , , }ii rr z

t

z

c c




Es decir, se trata de un dominio con un orificio circular de radio

 que aumenta con el tiempo a velocidad constante  y a cuyo

sin suma,  onan  

contorno se le aplica la presión constante .

( ), ( ), ( ) ( )p

P

F G H r c t

c

      


    

Dado que ahora el

problema tiene , buscaremos 

con

y se ha incluido la constant

autosimilitud soluciones de la fo

e  para que  sea adimensi

rma

onal.
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4.6 Problema transformado y reducido

{ | 1} ( ), ( ), ( ), ( )

act ac

p
rr Iii

t

         
dominio funciones incógnita

en una - región en la frontera de dos - regiones 
 
     

( ) 0 0

( ) 0 0 ( 0)

rr rr

p
rr rr

p p

ii

ii ii

ii ii iim



  

 

    

       

  

    

        

  

   

 

0 ( ( ))

0 ( ( ))

p

I I I I

iit r c t

h t r c t 



   

  

    

 

di i i i i l

cont. resp.  de 

 cont

di i d

. resp.  de 

0 0

0

( ) 0, ( ) 0 (1)

( ( ) ) ( )

( )

ac

p
rr

I

ii ii

t

ii ii

I

P

p p

  
 

 

     

      

 

condiciones iniciales condiciones de contorno

las - regi sone { , , }ii rr zz están fijas                 sin suma,     

4.7 Soluciones del problema original

( ), ( ), ( ) ( )

1

pF G H S       


    


solución del problema transformadoDada una 

en tal que

reducido

0

0

( ) 0; ( ) 0; ( )

( ) ; (1)

( ) 0 1)

p

r

i rr

r

i

dS

P

d

p

F

  













     

    





si ( , se tiene la solución del problema original 

( ( )), ( ( )), ( ( )) ( ( ))

, 0

p

i i

r c t G r c t H r c t S r c t

r r t T T r c

         
   ( )en tal que

0

0

0

( ,0) 0; ( ,0) 0; ( ,0)

( , ) ; ( , ) ( )

( ) ( ( )), (0) ( ) (0( ) 0 ).

{ ,

i

p

rr i

r

i

r i dp dt t

ii r

r r r

t p r t p t

p t S r c t p p p T P t T

r

   

 



  

    

  



   

sin suma, 

con , y

, }zz
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4.8 Propiedades de las soluciones (1/2)

( , ) ( , ) ( , )p

act

r t r t r t

r t t

  




Las soluciones ,  y  son 

 entre dos regiones.

las  (  fijo,  variable) y l

funciones continuas

en las fronteras

evoluciones dias  (  fijo, stribuciones



r variable) de las vari eabl p

t

  

 



e relacionadas

entre s

s ,  y , así como de las que sean

funciones de ellas, tales como  o , están 

, de forma que si conocen unas se conocen las otras.

En cada instante de tiemp

í

tensióo , la n radi rr

r

 al

decrece con el radio

  (tracción )

 .

rr

r t

 





tensión radial

es mayor que la tensión circunf

En cada punto  y en cada instante de tiempo , la 

  (tracción ).

Si, partiendo de un esta

eren

do 

cial

inicial elástico, 

 en en algún punto del dominio espacial

dicha condició

se llega a alcanzar la

condición de fluencia

se alcanza por primera vez en la pared del n túnel.

4.8 Propiedades de las soluciones (2/2)

0*

*( ) ( *( ), ) *

( * )

* 0

.

0( ) 0

rr

rr rr

rr

r t r t t

dr

P p t t T

t Tdt t


 

      

 




Dado  tal que , para cada  tal que ,

existe un  tal que  Además,

 para .

único punto 

0** *( )rrr rP p r t     Dado  tal que , sea  el único punto

1

*( )

( *) ( ) ( , ) ( ( )).

( *( ), ) *

* (1)
rr r

rr rr

rr

r

t r t c

S r c t r t S r c t

r t t

S

 

    







    







 


 tal 

que . La función   el 

problema en un  e

transforma 

problema equivale induce la transformación

, donde  y  A

nte

demás,

, d ( ( )) ( ( )).S r c t S r c t   onde rr

*

*

*

)

(

(

)
rr

t r t

t

c

r





Nota : condición de

fluencia radio de plast

Si  es igual al valor en el que se alcanza la 

, entonces  es el . Por lo

tanto, la transformación 

i

  e

ficaci

s t

ón

al q

c

ue la 

 se muev

frontera 

elastoplástica velocidad constante igual e con a .
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5 Conclusiones

( , , )r z t




problema general cuatro

variables  

método convergencia - confina

Las soluciones del  son funciones de 

.

Las hipótesis del  permitenmiento

( , )r treducir el número de variables independiente dos a  s .

( )r c t



 

Las propiedades de los  permiten

reducir el número de variables independien

materiales elastoplásticos

uno 

forma de las soluci

tes a .

La  permite enunciar algunasones obtenidas

propiedades de las mismas.


